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SUR L’E´NONCE´ D’UN THE´ORE`ME CONCERNANT LES
OPE´RATEURS POSITIFS SUR LES ESPACES Lp (1 < p <∞)
DONT LA SUITE DES PUISSANCES EST SOUS-ADDITIVE
J. C. LOOTGIETER
ABSTRACT−In this article we give a counter-example on the statement of a
theorem appearing in a note [3] of A. Brunel concerning the study of positive
operators on the the spaces Lp (1 < p < ∞) which the sequence of the powers
is sub-additive.
Introduction. Dans un article paru en 1992 [2] A. Brunel e´nonce un the´ore`me
ge´ne´ralisant le the´ore`me suivant de´montre´ par A. Akcoglu [1] : soit
Mn(T ) =
1
n
n−1∑
j=0
T j (1)
les moyennes de Ce´saro des puissances d’une contraction line´aire positive sur
l’espace Lp (1 < p < ∞) d’une mesure σ-finie ; alors, pour toute f ∈ Lp, on a
l’ine´galite´ (dite ergodique domine´e)
‖sup
n
|Mn(T )(f)| ‖p ≤ p
p− 1 ‖f‖p. (2)
Cette ine´galite´ permet d’en de´duire la convergence p.p (p.p=presque-partout)
des moyennes de Ce´saro Mn(T )(f) pour f ∈ Lp.
Dans [2] on suppose que T n’est pas ne´cessairement une contraction, mais que
les puissances T n de T sont a` moyennes borne´es :
sup
n
‖Mn(T )‖p <∞ (3)
et on de´montre (c.f [2], the´ore`me 1) l’ine´galite´ ergodique domine´e : il existe une
constante c finie (a priori de´pendant de T ) telle que, pour toute f ∈ Lp,
‖sup
n
|Mn(T )(f)|‖p ≤ c ‖f‖p. (4)
Dans la suite c, C, c0, C0, etc... de´signeront des constantes > 0 et finies varie´es.
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Dans [2] la de´monstration de (4) utllise le barycentre des puissances T j de T :
A :=
∞∑
j=0
αjT
j (5)
ou` α est la probabilite´ sur N de fonction ge´ne´ratrice
f(x) :=
1−√1− x
x
. (6)
De l’expression des convolue´es αn, n ∈ N∗, de la probabilite´ α :
αnj =
n
2(j + n)
21−2j−n
(
2j + n− 1
j
)
(7)
de´coule (c.f [4]) que A est bien un ope´rateur positif de Lp dans Lp et que ses
puissances
An =
∞∑
j=0
αnj T
j (8)
ve´rifient
(a) sup
n
‖An‖p ≤ C sup
n
‖Mn(T )‖p ,
(b) pour tout n ∈ N, Mn(T ) ≤ cMq(n)(A),
si q(n) = Ent(
√
n) + 1,
(c) pour tous n, m ∈ N, An+m ≤ An +Am. (9)
La proprie´te´ de sous-additivite´ (9)-(c) re´sulte du fait que, pour tout j fixe´, la
suite αnj /n, n ∈ N∗, est de´croissante et donc que
pour tous n, m ∈ N, αn+mj ≤ αnj + αmj .
De (9)-(a) et (3) re´sulte que les puissances de A sont borne´es en norme :
sup
n
‖An‖p <∞. (10)
Remarque 1 - De (10) re´sulte que limn‖An‖p/n = 0 et donc, pour toute f ∈ Lp,
la suite An(f)/n converge dans Lp vers 0 ; d’autre part, pour f ∈ Lp, f ≥ 0, la
suite An(f)/n, n ∈ N∗, est positive, de´croissante (puisque, pour tout j fixe´, la
suite αnj /n, n ∈ N∗ est de´croissante) et donc converge p.p. vers 0.
Remarque 2 - Conside´rons un ope´rateur positif A de Lp dans Lp dont la suite
des puissances An ve´rifie la seule proprie´te´ de sous-additivite´ :
(c) pour tous n, m ∈ N, An+m ≤ An+Am, (9)
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La condition (9)-(c) implique que, pour toute f ∈ Lp, f ≥ 0, la suite An(f) est
positive, sous-additive et donc la suite An(f)/n converge p.p et, e´tant domine´e
par la fonction A(f), converge e´galement dans Lp. Pour que cette limite soit
nulle il suffit que limn‖An‖p/n = 0,
Dans [2], p. 197, une e´tape essentielle de la de´monstration de l’ine´galite´ (4) est
l’ine´galite´ ergodique domine´e : pour toute f ∈ Lp,
‖sup
n
|An(f)|‖p ≤ C ‖f‖p, (11)
condition qui implique que les An sont borne´es en norme, i.e. (10).
Ryotaro Sato [7] (cite´ dans [3]) souligne que les arguments de´veloppe´s dans
[2] pour aboutir a` (11) s’appuient seulement sur la proprie´te´ de sous-additivite´
(9)-(c) et donne le contre-exemple d’un type d’ope´rateurs positifs A ve´rifiant
(9)-(c), mais dont les normes des puissances de A ne sont pas borne´es :
A = I +B, avec B > 0, et B2 = 0. (12)
De (12) re´sulte que An = I + nB, donc An+m ≤ An +Am et ‖An‖p > n‖B‖p.
Par exemple, dans le cas ou` Lp = l
p({0, 1}) = R2 avec µ = (1, 1), c’est le cas de
l’ope´rateur A dont la matrice dans la base canonique de R2 est
A =
(
1 a
0 1
)
et donc An =
(
1 na
0 1
)
(13)
avec a > 0.
A la suite de ce contre-exemple, A. Brunel dans [3], p. 207, ajoute a` la condition
(9)-(c) la condition supple´mentaire :
lim
n
An
n
= 0.. (14)
et e´nonce le the´ore`me suivant (the´ore`me 2 dans [3]) :
The´ore`me - Soit A un ope´rateur positif sur Lp (1 < p <∞) dont la suite des
puissances est sous-additive. Si la suite An/n converge vers 0, alors
(i) les puissances An de A sont borne´es en norme,
(ii) pour toute f ∈ Lp, la suite An(f) converge p.p.
Nous donnons dans ce qui suit un contre-exemple pour lequel les assertions (i)
et (ii) de ce the´ore`me ne sont pas re´alise´es.
D’abord une remarque :
Remarque 3 - La condition (14) est ambigueˆ. S’agit-il, pour toute f ∈ Lp, de
la convergence Lp et p.p vers 0 de la suite A
n(f)/n (cf. [3] p. 206) ou de la
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condition plus forte (cf. remarque 2 ) limn‖An‖p/n = 0? Dans la suite nous
garderons l’hypothe`se limn‖An‖p/n = 0.
Nous utiliserons le langage et les notations probabilistes. (P pour probabilite´, E
pour espe´rance).
X1, X2, . . .Xn de´signe une suite de variables ale´atoires inde´pendantes a` valeurs
N de meˆme loi α (α est la probabilite´ donne´e par (6)). On pose S0 = 0 et, pour
n ∈ N∗, Sn = X1 +X2 + . . .+Xn.
Rappelons d’abord les proprie´te´s de la probabilite´ α que nous utiliserons :
(a) pour tous j, n,m ∈ N, αn+mj ≤ αnj + αmj ,
(b) pour toute constante c0 ≥ 1 il existe une constante C0
telle que
si c0 j ≥ n2, alors αnj ≥ C0 nαj (15)
Pour la proprie´te´ (15)-(b) se reporter a` [6], p. 211.
Conside´rons l’ espace :
Lp := l
p(N, α)
= {f : N 7→ R | E(|f(X1)|p) <∞} (16)
muni de la norme ‖f‖p =
(
E
(|f(X1)|p))1/p.
Pour f ∈ Lp et k ∈ N posons
A(f)(k) := E
(
f(X1 + k)
)
. (17)
On a
∞∑
k
αk
(
E
(|f(X1 + k)|))p ≤
∞∑
k
αkE
(|f(X1 + k)|p)
= E
(|f(X1 +X2)|p)
=
∞∑
k=0
α2k|f(k)|p
≤ 2
∞∑
k=0
αk|f(k)|p (cf. (15)− (a)),
= 2‖f‖pp. (18)
D’apre`s (18), les A(f)(k) sont donc bien de´finis et A de´finit bien un ope´rateur
positif de Lp dans Lp pour lequel
‖A(f)‖p ≤ 21/p‖f‖p. (19)
4
Une simple re´currence assure que les puissances de A sont donne´es par
An(f)(k) = E
(
f(Sn + k)
)
=
∞∑
j=0
αnj f(j + k). (20)
De (15)-(a) et (20 de´coule que la suite An est sous-additive :
(c) pour tous n, m ∈ N, An+m ≤ An+Am, (9)
De (20) on de´duit
‖An(f)‖pp =
∞∑
k
αk
∣∣E(f(Sn + k))|p
≤
∞∑
k
αkE
(|f(Sn + k)|p)
= E
(|f(Sn +Xn+1)|p)
=
∞∑
k=0
αn+1k |f(k)|p
≤ (n+ 1)
∞∑
k=0
αk|f(k)|p (cf. (15)− (a))
= (n+ 1)‖f‖pp. (21)
Par conse´quent ‖An‖p ≤ (n+ 1)1/p et par suite limn‖An‖p/n = 0.
Les conditions de l’e´nonce´ du the´ore`me sont donc re´alise´es.
Remarque 4 - On peut remarquer que A (cf. (17) et (5)) peut s”interpre´ter
comme le barycentre A =
∑
j αjT
j des ite´re´es de l’ope´rateur de translation T :
pour tout k ∈ N, T (f)(k) = f(1 + k).
1) Comme P (X1 = 0) < 1, il est clair que P (limn Sn =∞) = 1. Soit la fonction
sur N de´fini par f(k) = k2/5p. Comme αk ∼ c k−3/2 il est clair que f ∈ Lp. On a,
puisque limk f(k) = ∞, P (limn f(Sn) = ∞) = 1. Le lemme de Fatou implique
que limnE
((
f(Sn)
)
=∞. Comme
‖An(f)‖pp ≥ α0
(
E
(
f(Sn)
))p
(22)
limn‖An(f)‖p =∞. On en de´duit que les ‖An‖p ne sont pas borne´es.
Il en serait de meˆme pour les moyennes de Ce´saro 1n
∑n−1
j=0 A
j(f) avec la meˆme
fonction f .
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On peut estimer infe´rieurement les ‖An‖p. Posons
fn(k) = 0 si k < n
2, = 1 si k ≥ n2. (23)
De l’e´quivalence αk ∼ ck−3/2 de´coule que
‖fn‖pp =
∞∑
k=n2
αk ∼ cn−1. (24)
De (15)-(b) de´coule que
‖An(fn)‖pp) =
∞∑
k=0
αk
(
E
((
fn(Sn + k)
))p
≥ (E((fn(Sn)))p
=
(
∞∑
j=n2
αnj
)p
≥
(
C n
∞∑
j=n2
αj
)p
≥ c1. (25)
Compte tenu de (24) on en de´duit que ||An||p≥ Cn1/p.
2) Comme P (limn Sn =∞) = 1 il est tre`s facile de de´finir des fonctions f ∈ Lp
telles que la suite An(f)(k) ne converge en aucun point k ∈ N tout en e´tant
borne´e ou non. L’exemple f(k) = k2/5p du 1) pre´ce´dent en est de´ja` un exemple :
limnA(f)(k) = limE(f(Sn + k)) =∞.
Il est e´galement tre`s facile de de´finir des fonctions f ∈ Lp telles que la suite des
moyennes de Ce´saro 1n
∑n−1
j=0 A
j(f)(k) ne converge en aucun point k ∈ N tout
en e´tant borne´e ou non.
Les assertions (i) et (ii) du the´ore`me ne sont donc pas re´alise´es.
Remarque 5 - Pour la preuve propose´e dans [3] de ce the´ore`me l’auteur se borne
a` indiquer d’appliquer a` A la me´thode de´veloppe´e dans [2].
L’e´tape essentielle de la me´thode de´veloppe´e dans [2] et applique´e a` A est
l’ine´galite´ ergodique domine´e ( p. 197) : pour toute f ∈ Lp
‖sup
n
|An(f)|‖p ≤ C ‖f‖p, (∗)
condition qui implique l’assertion (i), assertion que notre exemple contredit.
C’est la meˆme ine´galite´ (∗), en tenant compte de l’ine´galite´ (9)-(b), qui conduit a`
l’ine´galite´ ergodique domine´e (4) pour les moyennes de Ce´saro de T sans suppo-
ser explicitement que T soit a priori Ce´saro-borne´, mais en supposant seulement
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que la de´finition (5) de A de´finit bien un ope´rateur de Lp dans Lp (cf. remarque
(c) dans [2], p. 207).
Notre exemple en fournit un contre-exemple (cf. remarque 4 ) car il est tre`s fa-
cile de remarquer que les moyennes de Ce´saro de l’ope´rateur de translation T
ne satisfont pas l’ine´galite´ ergodique domine´e (4).
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